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1 Misura esterna e misura in Rn
1.1 Ricoprimenti Lebesguiani
Siano aj, bj ∈ R, j = 1, . . . , n; l’insieme
I = {x0(x1, . . . , xn) ∈ Rn; aj < xj < bj, j = 1, . . . , n}
si dice INTERVALLO LIMITATO APERTO di Rn.
Il numero reale
µ(I) = Πnj=1 (bj − aj)
si dice misura dell’intervallo I.
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Sia A ⊆ Rn, e sia {Ik; k ∈ A} una famiglia di intervalli limitati ed aperti di Rn con A
FINITA o, al piu’, NUMERABILE; la famiglia {Ik; k ∈ A} si dice RICOPRIMENTO
LEBESGUIANO di A se e solo se risulta
A ⊆
⋃
k∈A
Ik.
Nel seguito, indicheremo con IA l’insieme di tutti i ricoprimenti lebesguiani dell’insieme
A ⊆ Rn:
1.2 Misura esterna in Rn
Si dice MISURA ESTERNA dell’insieme A ⊆ Rn il ”numero reale esteso” (cioe’,
appartenente a R ∪ {∞}) cosi’ definito:
µ∗(A) = inf {
∑
k∈A
µ(Ik); {Ik; k ∈ A} ∈ IA}.
Se µ∗(A) = ∞ si dice che A ha misura esterna infinita; altrimenti, si dice che A ha
misura finita.
Il seguente fondamentale risultato ci assicura che, nel caso di intervalli limitati aperti
I, la misura esterna µ∗(I) coincide proprio con la misura µ(I) data per definizione,
ed, inoltre che la misura esterna di I e’ uguale alla misura della chiusura I (intervallo
limitato chiuso) di I.
Teorema 1. Sia I intervallo limitato aperto di Rn. Allora:
µ∗(I) = µ(I) = µ∗(I).
Esempio 1. Ogni insieme singoletto ha misura esterna uguale a zero. In simboli, per
ogni x ∈ Rn, si ha µ∗({x}) = 0.
Immediatamente dalla definizione, segue:
Teorema 2. (sulla monotonicita’ della misura esterna)
Dati A1 ⊆ A2 ⊆ Rn, risulta µ∗(A1) ≤ µ∗(A2).
Corollario 1. µ∗(∅) = 0.
Esempio 2. La retta reale R ha misura esterna infinita. Infatti, per ogni n ∈ Z+,
l’intervallo limitato aperto ]−n, n[ ha misura esterna µ∗(]−n, n[) = µ(]−n, n[) = 2n ed
inoltre ]− n, n[⊆ R; percio’ µ∗(R) ≥ 2n, per ogni n ∈ Z+. Ne segue che µ∗(R) =∞.
Teorema 3. (sulla subadditivita’ numerabile della misura esterna)
Sia {Ak; k ∈ A} una famiglia al piu’ numerabile di sottoinsiemi di Rn. Allora:
µ∗(
⋃
k∈A
Ak) ≤
∑
k∈A
µ∗(Ak).
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1.3 Sottoinsiemi misurabili di Rn
Definizione 1. (after C. Caratheodory) Un sottoinsieme A di Rn si dice MISURA-
BILE se e solo se, per ogni E ⊆ Rn, risulta:
µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ AcRn),
ove AcRn = R
n − A.
OSSERVAZIONI:
• La disuguaglianza
µ∗(E) ≤ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ AcRn)
e’ sempre verificata, per subadditivita’.
• NON TUTTI i sottoinsiemi di Rn sono misurabili.
• In generale, se A1 e A2 sono sottinsiemi non-misurabili DISGIUNTI di Rn, e’ in
generale FALSO che
µ∗(A1 ∪ A2) = µ∗(A1) + µ∗(A2).
• Dalla simmetria della definizione, segue immediatamente che un sottoinsieme A
e’ misurabile se e solo se il suo complementare AcRn e’ misurabile.
Nel caso di insiemi misurabili, la MISURA di detti insiemi e’, per definizione, la loro
misura esterna e si scrive µ(A) in luogo di µ∗(A).
1.4 Proprieta’ fondamentali della misura e degli insiemi mis-
urabili
Teorema 4. Se A1, A2 sono sottoinsiemi misurabili di R
n. Allora anche
A1 ∪ A2, A1 ∩ A2, A1 − A2, A2 − A1
sono sottoinsiemi misurabili.
Teorema 5. Sia {Ak; k ∈ A} una famiglia al piu’ numerabile di sottoinsiemi misurabili
di Rn. Allora
⋃
k∈A Ak e’ misurabile.
Teorema 6. (sulla additivita’ numerabile per insiemi misurabili a due a due disgiunti)
Sia {Ak; k ∈ A} una famiglia al piu’ numerabile di sottoinsiemi misurabili di Rn, A
DUE A DUE DISGIUNTI.
Allora:
µ(
⋃
k∈A
Ak) =
∑
k∈A
µ(Ak).
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Esempio 3. • Sia A ⊆ Rn tale che µ∗(A) = 0. Allora A e’ misurabile.
Infatti, per ogni E ⊆ Rn, risulta:
µ∗(E) ≤ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ AcRn),
per subadditivita’ numerabile. D’altra parte, risulta:
µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ AcRn) == 0 + µ∗(E ∩ AcRn),
per monotonicita’.
• Sia A ⊆ Rn, A numerabile. Allora A e’ misurabile e µ(A) = 0.
Infatti, per il teorema di subadditivita’ numerabile, risulta:
µ∗(
⋃
a∈A
{a}) ≤
∑
a∈A
µ∗({a}) = 0.
• Consideriamo l’insieme [0, 1]−Q ⊂ R il sottoinsieme degli irrazionali compresi
nell’intervallo chiuso [0, 1].
[0, 1]−Q e’ misurabile? In caso affermativo, quale e’ la sua misura?
Osserviamo che [0, 1] e’ misurabile, e, quindi, anche [0, 1]−Q lo e’ (PERCHE’?).
Inoltre abbiamo
µ([0, 1]) = 1 = µ([0, 1]−Q) + µ([0, 1] ∩Q) = µ([0, 1]−Q) + 0,
da cui µ([0, 1]−Q) = 1.
1.5 Misurabilita’ e topologia. σ−algebre
Teorema 7. (misurabilita’ e topologia)
Ogni sottoinsieme aperto e, di conseguenza, anche ogni sottoinsieme chiuso di Rn e’
misurabile.
Una famiglia E ⊆ P(Rn) di sottoinsiemi di Rn si dice σ−algebra se e solo se sono
soddisfatte le seguenti condizioni:
• ∅ ∈ E .
• Se A ∈ E , allora AcRn ∈ E .
• Sia {Ak; k ∈ A} una famiglia al piu’ numerabile di sottoinsiemi, Ak ∈ E . Allora⋃
k∈A Ak ∈ E
IN PAROLE SEMPLICI, una σ−algebra e’ una famiglia di sottoinsiemi che contiene
l’insieme vuoto ∅, e che sia ”chiusa” rispetto alle operazioni insiemistiche di passag-
gio al complementare, e di unione ed intersezione (per la legge di DeMorgan) al piu’
numerabile.
Le proprieta’ dei sottoinsiemi misurabili enunciate nei precedenti paragrafi possono
quindi essere sinteticamente espresse come segue:
La famiglia dei sottoinsiemi misurabili di Rn e’ una σ−algebra.
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1.6 La σ−algebra dei Boreliani
Sia {Ei; i ∈ I} una famiglia (qualsiasi) di σ−algebre di σ−algebre di Rn.
Allora l’intersezione ⋂
i∈I
Ei
e’ una σ−algebra di Rn.
(La dimostrazione segue direttamente dalle definizioni).
Denotiamo con O la famiglia di tutti i sottoinsiemi aperti di σ−algebre di Rn.
Poniamo, per definizione:
B =
⋂
E⊇O
E , E σ − algebra di Rn.
Poiche’ l’intersezione di σ−algebre e’ una σ−algebra,
B e′ una σ − algebra,
detta σ−algebra dei BORELIANI. Un sottoinsieme A ⊆ Rn si dice BORELIANO se e
solo se appartiene a B.
Osservazione 1. • Ogni Boreliano e’ un sottoinsieme misurabile di Rn.
• (NON OVVIO) In generale, e’ falso che un sottoinsieme misurabile di Rn sia
Boreliano.
• Per definizione, B e’ la piu’ piccola (nel senso dell’inclusione) σ−algebra contente
tutti gli aperti ed i chiusi di Rn.
IN PRATICA, se vogliamo dimostrare che un sottoinsieme A ⊆ Rn e’ Boreliano (e,
quindi, misurabile), e’ sufficiente dimostrare che A e’ esprimibile, a partire da insiemi
aperti e chiusi (Boreliani per definizione), usando le operazioni insiemistiche di pas-
saggio al complementare, di differenza insiemistica e di unione ed intersezione al piu’
numerabile (”legittime”, nel senso che ci mantegono all’interno di una σ−algebra).
Osservazione 2. Consideriamo l’insieme
A = {(x, y) ∈ R2;x, y ∈ R−Q},
cioe’ l’insieme dei punti del piano R2 aventi entrambe le le coordinate IRRAZIONALI.
A e’ misurabile? A e’ Boreliano? In caso affermativo, quale e’ la misura di A?
Procediamo come segue.
In primo luogo, osserviamo che A puo’ essere riscritto nella forma:
A = R2 − {(x, y) ∈ R2;x, y ∈ Q} = R2 −
⋃
(x,y)∈Q×Q
{(x, y)}.
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Ora, Q e’ numerabile e, quindi, anche Q×Q e’ numerabile (per il primo Teorema di
Cantor).
Percio’ ⋃
(x,y)∈Q×Q
{(x, y)}
e’ unione numerabile di singoletti, chiusi (e, quindi, Boreliani), tutti di MISURA
ZERO.
Di conseguenza
R2 − {(x, y) ∈ R2;x, y ∈ Q}
e’ differenza di Boreliani e, quindi, e’ Boreliano.
Inoltre, osserviamo che
⋃
(x,y)∈Q×Q {(x, y)}, in quanto unione numerabile di sottoin-
siemi di misura zero e’, a sua volta, di misura zero.
Per la proprieta’ additiva della misura su misurabili disgiunti, segue che:
µ(R2) =∞ = µ(A) + µ(
⋃
(x,y)∈Q×Q
{(x, y)} = µ(A) + 0,
da cui µ(A) =∞.
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